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Introduccion

Un circuito eléctrico es un conjunto de elementos eléctricos interconectados entre si. En
general, resolver un circuito eléctrico consiste en calcular la tensién y la intensidad de
cada uno de dichos elementos, ya que, a partir de dichas magnitudes, se pueden obtener
facilmente otras, como son la potencia y la energia.

En todo circuito eléctrico se han de cumplir simultdneamente las leyes de Kirchhoff y
las ecuaciones de definicién de cada uno de los elementos.

Debido a que los elementos de un circuito estdn interconectados entre s, se debe cumplir
la ley de Kirchhoff de intensidades en cada uno de los nudos ! del circuito. Asimismo, se
debe cumplir la ley de Kirchhoff de tensiones en cada uno de los caminos cerrados (lazos
o bucles) que se puedan establecer en el circuito. Por dltimo, la tension y la intensidad en
cada uno de los elementos del circuito debe cumplir la ecuacion de definicion propia del
elemento.

A continuacién se hard un andlisis del nimero de incégnitas y del nimero de ecuaciones
involucradas en el célculo de las tensiones e intensidades de los elementos de un circuito.
En este sentido, en un circuito eléctrico formado por n nudos y ¢ elementos de dos
terminales se tienen 2c¢ incégnitas que corresponden a la tensién e intensidad en cada uno
de los elementos. Por otro lado, en este mismo circuito se pueden plantear las siguientes
ecuaciones linealmente independientes:

* Ley de Kirchhoff de intensidades: n — 1.
* Ley de Kirchhoff de tensiones: ¢ — n + 1 (N°® de mallas).

¢ Ecuacién de definicidon de los elementos: c.

Se puede comprobar que el nimero de incdgnitas es igual al nimero de ecuaciones.

Hay que destacar que en este andlisis no se ha tenido en cuenta la reduccién del ni-
mero de incognitas (y por tanto del nimero de ecuaciones) procedente de las fuentes
independendientes de tension y de intensidad.

1 . L p Lo
Un nudo es un punto de interconexion de dos o mas elementos de un circuito.
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Ejemplo 1.0.1. En el circuito de la Figura 1.1, obtener las ecuaciones que permiten calcular
la tensién e intensidad de todos los elementos. Se han indicado los nudos del circuito as{
como los caminos cerrados donde se aplicardn las leyes de Kirchhoff de intensidad y de
tensién respectivamente.

R3 1'3

—VW— VWW

+ Uy —
a
Ry 14 -]
Ap— AM>—4B Ap— AM—4B
LY (Y U= Y N + U4 —~ .
(OIE RN
N
Figura 1.1.

Solucion. Se puede comprobar que el circuito tiene 3 nudos y 4 elementos:
n=3; c=4
En este caso, el nimero de incégnitas son 8 (2c=2 - 4=8):
U,,U,,U,U4,1,,15,15,1,
En cuanto a las ecuaciones:
* Ley de Kirchhoff de intensidades: n — 1=3 — 1=2
NudoA: —I, -I;—-1,=0
NudoB: I;+1,— I, =0
Se puede observar que la ecuacion resultante de aplicar la ley de Kirchhoff de

intensidades al nudo C es linealmente dependiente de las anteriores, por lo que no
aporta informacién adicional.

* Ley de Kirchhoff de tensiones: ¢ —n + 1=4 — 3 + 1=2
Camino cerradoa: U; — U, =0

Camino cerradob: U, + Uy, —U; =0

* Ecuacion de definicion de los elementos: ¢ = 4

I, = ,]g
Us = Rgly

U4 = R4I4



Capitulo 1. Introduccién

Reordenando las ecuaciones, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones expresado
en forma matricial:

o 00 0 -1 0 -1 -1\ /U, 0
o 00 0 0 -1 1 1 U, 0
O 01 -1 0 0 0 0 U, 0
110 1 0 0 0 0 ul | o
o 00 0 1 0 0 0 L= |-
010 0 0 —R, 0 0 I, 0
0O 01 0 0 0 -—Ry O I, 0
o 00 1 0 0 0 =R/ \I 0

Los circuitos relativamente sencillos se pueden analizar aplicando las leyes de Kirchhoff
junto con las relaciones tensién-intensidad en cada elemento, tal y como se ha descrito
anteriormente. Sin embargo, a medida que el circuito se vuelve mds complicado, implica
un nimero cada vez mayor de elementos y es necesario emplear técnicas de andlisis que
faciliten su resolucién. Eligiendo de forma conveniente un conjunto “bdsico” de variables,
es posible reducir el sistema de 2c ecuaciones visto anteriormente. A partir de dicho
conjunto de variables bdsicas se puede obtener cualquier otra variable del circuito. Si
dichas variables bdsicas son las tensiones de los nudos, entonces da lugar al método de
andlisis por nudos, mientras que si se eligen como variables bésicas las intensidades de
malla, entonces da lugar al método de analisis por mallas. Dichos métodos permiten
resolver un circuito con un nimero minimo de ecuaciones.

En los dos capitulos siguientes se analizaran dichos métodos y se resolverdn un conjunto
de problemas de diversa indole mostrando la casuistica que se puede presentar en la
realidad.

Una cuestién importante que cabria preguntarse, una vez asimilados los dos métodos de
andlisis, es la seleccion del método mas eficiente en cada problema. En términos generales,
eso lo determinan dos factores:

1. Segin la naturaleza del circuito

* Circuitos con elementos en serie y fuentes de tensién: Mallas.

* Circuitos con elementos en paralelo y fuentes de intensidad: Nudos.
e Circuitos con menos nudos que mallas: Nudos.

* Circuitos con menos mallas que nudos: Mallas.

* Circuitos que no son de disposicion plana: Nudos.

2. Segun la informacién requerida

« Si se requieren las tensiones de los nudos: Nudos.
* Si se requieren las intensidades de malla: Mallas.

No obstante lo anterior, cabe destacar que el método de andlisis por nudos es mds facil
de programar en un computador que el método de anélisis por mallas. Como curiosidad,
el método de nudos es el usado para el planteamiento de las ecuaciones de flujo de cargas
de un sistema eléctrico de potencia.






Método de nudos

El objetivo del método de andlisis por nudos es, para un circuito eléctrico, plantear de
forma sistemadtica por inspeccion un sistema de ecuaciones cuyas incognitas sean las
tensiones de los nudos.

2.1. Tensiones de los nudos

La tensién de un nudo cualquiera del circuito se define como la diferencia de potencial
entre dicho nudo y uno de referencia. En este caso, el nudo de referencia serd uno de los
nudos del circuito. Por tanto, cuando se habla de la tension de un nudo, en realidad es la
tension de dicho nudo con respecto al nudo de referencia.

En la Figura 2.1 se muestra un elemento de dos terminales conectado al nudo j y al
nudo k. Una vez conocida la tensién del nudo 7, Uj, y la tensién del nudo k, uy, es posible
calcular la tension del elemento como sigue:

Ujp = U; — Uy, 2.1)
. Uk
Jo* -k
+ L] +

U Uk

Figura 2.1. Tensiones de los nudos.

En el caso de circuitos que solo contengan resistencias (impedancias) y fuentes de
intensidad, una vez conocidas las tensiones de los nudos se puede obtener cualquier otra
magnitud del circuito. En el caso de las fuentes de intensidad, su incognita es la tension, que
se puede obtener como diferencia entre las tensiones de los nudos a los que estd conectada.
En el caso de las resistencias (impedancias), una vez conocida la tensién de cada uno de
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sus nudos, se puede obtener la tensién en las mismas y teniendo en cuenta la ecuacion
de definicion, es decir, la ley de Ohm, es posible obtener la intensidad que circula por
cada una de ellas. Por tanto, queda demostrado que las tensiones de los nudos constituyen
un conjunto de variables bdsicas, a partir de las cuales se puede obtener cualquier otra
variable del circuito.

El caso de circuitos que contengan fuentes de tension y fuentes dependientes se tratard
mds adelante.

2.2. Ecuaciones de nudos en circuitos resistivos

Con objeto de desarrollar las ecuaciones de nudos, se considerara el nudo genérico j que
se muestra en la Figura 2.2.

ijn—1)  Gjn-1y

Figura 2.2. Nudo genérico j.

Aplicando la ley de Kirchhoff de intensidades (k # j)

Gt gt gy =4 = (2.2)

donde 7° es la intensidad de la fuente de intensidad que estd entrando en el nudo j, y i°
es la intensidad de la fuente de intensidad que estd saliendo del nudo j.

Teniendo en cuenta la relacion tensién-intensidad en cada una de las conductancias,
resulta:

Giiluj —ug] + .o 4+ Gyluy —w ] + o+ Gy —w, ] =477 =i (2.3)

Reordenando términos se obtiene lo siguiente:

=Gy — = Gy — = G,y = 15— i =1

Extendiendo este mismo analisis a los n—1 nudos del circuito, se obtienen n—1 ecua-
ciones similares a la anterior, las cuales se pueden expresar en forma matricial:

e 9
GN(1,1) GN(1,n—1) Uq (31
: : S I 2.5)
R ;9
GN(nfl.l) GN(nfl,nfl) un_l anl
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U
Gy Uy =1y
donde

G se denomina matriz de conductancias nodales.
U, se denomina vector de tensiones de nudos.

I, se denomina vector de intensidades inyectadas en los nudos.

Segtn la ecuacién (2.4) es facil comprobar que los elementos de la matriz G, se
calculan como sigue:

G Ny = Z G, (sumatorio de todas las conductancias que tienen un terminal en el nudo j5)
' k

G N = Z Gj . (sumatorio, cambiado de signo, de todas las conductancias

que tienen un terminal en el nudo j y otro en el nudo k)
Asimismo, los elementos del vector I, se calculan como sigue:

i =21 — > (sumatorio de las fuentes de intensidad
que inciden en el nudo j, positivas si entran
en el nudo y negativas si salen)

A continuacion, a partir del circuito de la Figura 2.3, se mostrard a nivel prictico la
aplicacion del desarrollo tedrico anterior. El objetivo es, usando la ley de Kirchhoff de
intensidades y las relaciones tension-intensidad en cada elemento, obtener un sistema de
ecuaciones cuyas incognitas sean las tensiones de los nudos. Posteriormente se comprobara
que este sistema se puede obtener directamente por inspeccidn del circuito.

Ry

— W

Se elige el nudo C como referencia

Figura 2.3.
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Se puede comprobar que el circuito tiene 3 nudos, siendo el nudo C el que se ha tomado
como referencia. Las tensiones de los nudos son las siguientes:

UA’ UB
Aplicando la ley de Kirchhoff de intensidades al nudo A y al nudo B resulta:

NudOA:Il+13+I4:0 (26)
NudoB: —I; -1, +1,=0 '
Por otro lado, las ecuaciones de definicién de los elementos son las siguientes:
I, =-1I g
1

1
Iy = EUB = G3U3

I

1
I, = EU4 = G4U4

A continuacion es necesario relacionar la tension de cada elemento con las tensiones de
los nudos:

U =Uy
Uy, =Ug
Us=Uy—Up
Uy=U,—-Up

De esta forma, las ecuaciones (2.6) quedan como sigue:
Nudo A : _Ig+G3(UA_UB)+G4(UA_UB):0
NudoB: —G4(Uy —Up) -G (Uy —Ugp)+GyUg =0
Reordenando términos se obtiene lo siguiente:
NudOA: (G3+G4)UA_(G3+G4)UB:IQ
NudoB: — (G3+G4)UA+(G2+G3+G4)UB =0

Expresado en forma matricial, finalmente se obtienen las ecuaciones de nudos:

G5+ Gy -G53 -Gy Uy _ I, @7
_G3 - G4 G2 + G3 + G4 UB 0 ’
Es importante destacar que, a partir de un circuito dado, se pueden obtener por inspec-

cién las ecuaciones de nudos directamente considerando el valor de los elementos y la
conectividad que exista entre ellos. Recalcando ain mds, la idea es construir directamente
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la matriz G y el vector Iy a partir de la informacién del circuito. En todos los problemas
desarrollados en el libro, el objetivo es el planteamiento de las ecuaciones por inspeccion.
Asi, la ecuacién matricial (2.7) se puede obtener directamente del circuito de la Figura 2.3.
Pugde olgervarse que Gy, =Gy + Gy, Gy, ,, =Gy + G5+ Gy Gy, =GN, =
—bs3 T by

Ejemplo 2.2.1. En el circuito de la Figura 2.4, obtener las ecuaciones de nudos.

Ga

WV—t

p—

Igl G Gs Ig?

L

Figura 2.4.

Solucion. Se puede observar que el circuito tiene 3 nudos, uno de los cuales se toma como
referencia. En el nudo 1 inciden las conductancias G; y GG, por tanto el término diagonal
(1,1) serd la suma de ambas conductancias. En el nudo 2 inciden las conductancias G y
G, por tanto, el término diagonal (2,2) serd la suma de ambas conductancias. El nudo 1
y el nudo 2 estdn conectados directamente a través de la conductancia G5, por tanto, el
término no-diagonal serd dicha conductancia con signo cambiado. Respecto al término
independiente, se puede observar que en el nudo 1 esté entrando la intensidad 7 ; y en el
nudo 2 estd saliendo la intensidad /,, por tanto el primer término serd [ ; y el segundo
término —/ 92 En resumen, las ecuaciones de nudos son las siguientes:

G, +Gy, -Gy U\ _( In
_G2 G2 + G3 U2 o _Ig2

2.3. Ecuaciones de nudos en circuitos de corriente alterna

En el caso de circuitos en régimen permanente de alterna y teniendo en cuenta que se usan
las técnicas fasoriales, entonces las ecuaciones de nudos tienen la siguiente estructura:

Y 7T 79
YN(l,l) YN(l,'n,—l) Ul Il
Y Y U T
Nn—1,1) Nin—1,n-1) n—1 n—1
YUy =1y

donde
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Y, se denomina matriz de admitancias nodales.
U, se denomina vector de tensiones de nudos.

I,y se denomina vector de intensidades inyectadas en los nudos.

Los elementos de la matriz Y 5; se obtienen de la siguiente forma:

Y Ny = Z Yj . (sumatorio de todas las admitancias que tienen un terminal en el nudo j)
k

Y N = Z Y.  (sumatorio, cambiado de signo, de todas las admitancias
(J3,k) J

que tienen un terminal en el nudo j y otro en el nudo k)

Los elementos del vector I, se obtienen como sigue:

T? => T?e — T?S (sumatorio de las fuentes de intensidad
que inciden en el nudo j, positivas si entran
en el nudo y negativas si salen)

Ejemplo 2.3.1. En el circuito de la Figura 2.5, obtener las ecuaciones de nudos.

}

~I

=l

il
~I

gl 92

Solucion. o
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1

2.4. Casos particulares

Hasta el momento solo se han tratado circuitos con resistencias y fuentes de intensidad.

A continuacién se muestra el procedimiento para obtener las ecuaciones de nudos en el
caso de circuitos que contengan fuentes reales de tension, fuentes ideales de tension y
fuentes dependientes. Con ello se cubre practicamente la totalidad de casuistica que puede

aparecer a la hora de plantear las ecuaciones nudos de forma sistemadtica por inspeccion.

Asimismo, dentro de estos casos particulares queda incluido el tratamiento que se le puede
dar, por ejemplo, a las bobinas acopladas, las cuales se pueden modelar como fuentes
dependientes.

2.4.1. Circuitos con fuentes reales de tension

Cuando en el circuito hay fuentes reales de tension, para plantear por inspeccién las
ecuaciones de nudos es conveniente sustituirlas por su correspondiente fuente real de
intensidad equivalente, tal y como se muestra en la Figura 2.6. Una vez hecha la sustitucion
entonces se sigue el mismo procedimiento descrito anteriormente.

1
T4
U,
= I,=-7 Ry U
g Rq
I
T4
U _
= Ig:7—g Zyg T

S

Figura 2.6. Equivalencia de fuentes reales.
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Ejemplo 2.4.1. En el circuito de la Figura 2.7, obtener las ecuaciones de nudos.

GQ 1 G2 2

Figura 2.7.

Solucion. Se puede observar que el circuito tiene una fuente real de tension, la cual se
sustituird por una fuente de intensidad equivalente, tal y como se muestra en la Figura 2.8.

Ga 9

2

Figura 2.8.

Segun la Figura 2.8:
G, + G +G, -Gy U,
—Gy Gy+ Gy ) \U,

2.4.2. Circuitos con fuentes ideales de tension

(%)
—1,

En circuitos donde hay fuentes ideales de tensién, el procedimiento a seguir para plantear
las ecuaciones de nudos por inspeccidn es el siguiente:

1. Sustituir cada fuente de tensién ideal por una fuente de intensidad ideal de valor I,
(I, en el caso fasorial) desconocido. La referencia de dichas fuentes es arbitraria.

2. Plantear por inspeccidn las ecuaciones de nudos.

3. Eliminar las intensidades desconocidas que aparecerdn en el término independiente
procedentes de las fuentes ideales de tensién que han sido sustituidas. Para ello caben
dos posibilidades:





