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INTRODUCCIO

Descripcié de I’assignatura

El text-guia que teniu a les mans ha estat escrit per a I'assignatura Métodes Matematics de
la Fisica II del quart semestre del grau de Fisica.

Lestudiant ja esta familiaritzat amb els elements basics d’algebrai calcul i sap com re-
soldre equacions diferencials senzilles. En aquest curs aprendra a resoldre equacions dife-
rencials en derivades parcials i, de forma general, les equacions diferencials ordinaries que
se’'n dedueixen en alguns casos fisics d’'interes. Aquest domini és imprescindible per poder
atacar els problemes més complicats que li apareixeran en Fisica Quantica, Optica, Electro-
magnetisme i en la major part de les assignatures més avancades del grau.

Objectius

L'objectiu principal és proporcionar al’estudiant les eines matematiques basiques per resol-
dre problemes fisics. D’'una manera general, podem dir que és molt important que I'alumne
adquireixi solidament les técniques de resolucié d’equacions diferencials de segon ordre.

Coneixements previs

Lassignatura requereix un coneixement satisfactori del calcul d'una i de diverses variables,
objectiu de les assignatures del primer any. Es la darrera assignatura obligatoria de mate-
matiques (encara que té una orientaci6 essencialment fisica) i exigeix que 'alumne tingui
familiaritat i agilitat amb els conceptes basics del calcul.

Metodologia

Aquesta assignatura esta orientada especialment a la resoluci6 de problemes. No cal dir que
la llista de problemes proporcionada com a material independent complementa perfecta-
ment les classes de teoria; per altra banda, el nombre de credits es troba repartit perque es
pugui establir una bona coordinaci6 entre les classes de teoria i les de problemes. Aquestes
darreres sén especialment importants i mai no s’haurien de reduir a una exposicio siste-
matica de la llista de problemes per part del professor. El treball continuat de I’alumne és
indispensable per a la bona marxa del curs; si aquesta persisténcia no existeix de forma ma-
joritaria, el ritme, 'atenci6 i la motivacié de tothom decreix.

A part dels apunts de classe, ’estudiant hauria de tenir la curiositat suficient per con-
sultar alguna part, com a minim, de la bibliografia addicional que normalment indica el pro-
fessor. Aixo li sera enormement 1til ara i més endavant, ja que cap text mai no és exhaustiu
i sovint calen diverses referencies bibliografiques per a una satisfaccié personal definitiva.

LINTRODUCCIO



Tanmateix, és forca recomanable 'accés a diferents fonts disponibles a Internet en formats
tant de text com audiovisuals o computacionals.

Us del text-guia

El text-guia pot ajudar I'estudiant en la tasca de planificar I'estudi, a part de ser una refe-
réncia clara i fiable del contingut del programa de I'assignatura, i amb el nivell adequat a la
maduresa de 'estudiant de segon any.

Es tractad’'una guia per ales classes de teoria, encara que hi ha exemples escollits dins el
text que serviran per alaresoluci6 d’altres problemes. Més que no pas plantejar un problema
perque sigui resolt per I'estudiant, els exercicis proposats al llarg del text exemplifiquen o
clarifiquen una certa situacié que es vol posar en relleu. Sé6n els problemes de la colleccié
els quel’estudiant ha d’intentar resoldre de manera autonoma, amb I'ajut d’aquest text-guia
iles notes preses a classe. No intentem, pero, que el text sigui I'inica referéncia: molts dels
punts tractats aqui seran ampliats pel professor des del seu punt de vista personal i molts
d’altres podran ser ampliats pel mateix estudiant amb les referencies que s’han inclos en
els apartats corresponents. D’altra banda, hi ha altres punts que possiblement sobrepassen
el nivell d’exigencia de 1'assignatura, pero els hem volgut incloure com a futurs punts de
referéncia per a I'estudiant.

Continguts del text-guia

El nostre objectiu ha estat unificar en un text tot el que els estudiants de primer cicle neces-
siten saber sobre les equacions diferencials en derivades parcials de la fisica.

El text-guia consta de sis capitols. Els dos primers sén més generals i constitueixen la
base i la motivaci6 per a I'estudi de les solucions d’equacions diferencials, desenvolupat en
els capitols 3, 5 i 6; el capitol 4 torna a ser de caracter general i introdueix les transforma-
des integrals. En els darrers anys aquest capitol s’ha intercalat en els altres per facilitar als
estudiants el seguiment d’altres assignatures del semestre.

Més detalladament, el contingut es pot desglossar de la manera segiient. El primer capi-
tol esta dedicat a fer un estudi general de les equacions diferencials en derivades parcials que
apareixen comunament en la fisica. Aquestes equacions normalment permeten ser atacades
mitjancant el metode de separaci6 de variables, que porta a equacions diferencials ordina-
ries amb punts singulars. S6n justament els comportaments a prop d’aquests punts els in-
teressants i per aix0 s’estudia el métode de Frobenius: per trobar solucions en forma de serie
de potencies al voltant dels punts singulars regulars. Finalment introduim, a un nivell ba-
sic, el concepte de propagador o funci6 de Green. En el segon capitol presentem la teoria de
Sturm-Liouville com un problema de diagonalitzacié d’operadors diferencials. El nostre ob-
jectiu en aquest punt és més practic que rigoros, ja que només introduim els conceptes ba-
sics que s’utilitzaran posteriorment en exemples concrets. A continuacio, apliquem aquesta
teoria a I'equaci6 diferencial de I'oscilador harmonic. Presentem, doncs, els desenvolupa-
ments en série de Fourier com un cas particular de desenvolupament en funcions propies
d’un cert operador diferencial de segon ordre. En el quart capitol s’enuncien les principals
propietats de les transformades integrals de Fourier i Laplace, que considerem eines potents
per ala resolucié d’equacions diferencials en derivades parcials.

Finalment, els capitols 5 i 6 es dediquen, respectivament, a I’estudi dels polinomis de
Legendre i al de les funcions de Bessel, de nou com a exemples d’aplicacié de la teoria
de Sturm-Liouville per a problemes fisics amb unes certes simetries.



Agraiments

Aquestes notes han madurat al llarg dels anys que hem tingut ocasié de dedicar-nos, pri-
mer, a 'antiga assignatura Metodes Matematics de la Fisica III i, actualment, en el grau de
Fisica de quatre anys, a la de Metodes Matematics de la Fisica II. Han colaborat en aquest
procés tots els nostres companys en les assignatures: Alfred Molina, Conrad Pérez, José Al-
berto Lobo, Enric Verdaguer, José M. M. Senovilla, Juan Luis Gomez, Agusti Pérez-Madrid, i
especialment en Josep Llosa, que ha fet una acurada revisi6 de la darrera versio.

Us agrairem que si teniu qualsevol suggeriment sobre aquest text-guia, ens el transme-
teu per correu electronic a albert.diaz@ub.edu.
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Capitol 1

EQUACIONS DIFERENCIALS

1.1. Introduccié

En aquest capitol estudiarem les equacions diferencials de segon ordre en derivades parcials.
Veurem com convertir aquestes equacions en equacions ordinaries i introduir nous metodes
per a la seva resolucié.

Per que estudiem amb tant detall un tipus tan concret d’equacions diferencials, les
equacions diferencials de segon ordre en derivades parcials? Perque s6n equacions que apa-
reixen molt sovint en la resolucié de problemes fisics. Bona part de les solucions analitiques
que es coneixen s’obtenen a partir d’aquest tipus d’equacions.

Les variables de les quals depenen aquestes equacions sén normalment les tres coorde-
nades espacials i el temps. Aquesta és la situacié més comuna, pero ocasionalment trobem
equacions que depenen d’altres variables, per exemple, les de I'espai de les fases (coorde-
nades i velocitats o moments generalitzats).

Part de la dependéncia en les variables espacials ve donada en termes de 'operador
laplacia (V2 = A), que s’expressa de manera diferent en cada sistema de coordenades’ i que
depén, obviament, de la dimensionalitat espacial del sistema.

Coordenades cartesianes (vegeu fig. 1.1a):

ory oy oy

200 —
vw_ﬁxz oy? 0z2

Coordenades cilindriques (vegeu fig. 1.1b):

vzz/;—l o ( @)Jr 1 32w+azw

“pap\Pap)  prazy T Te

Coordenades esferiques (vegeu fig. 1.1c):

or

g (rzaw)+a%(sin9%)+ L %y

1
Vi = [sine—

ar

r2sin@

sinf Jd p2

Figura 1.1. Sistemes de coordenades: a) cartesianes, b) cilindriques i ¢) esfériques.

1 Aquests son els sistemes de coordenades més utilitzats en problemes fisics. Per a altres sistemes de coordena-
des podeu consultar el llibre de M. R. SPIEGEL i L. ABELLANAS, Manual de formulas y tablas de matemdtica aplicada,
McGraw-Hill, Madrid, 1988, pag. 105-109 (colleccié Schawm).
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1.1.1. Exemples d’equacions diferencials de segon ordre en derivades
parcials habituals en fisica

a) Equacié de Laplace
V=0

) : funci6 escalar que descriu alguna magnitud fisica.
En quins problemes fisics apareix I’equacié de Laplace?

o Fenomens electromagnetics (electroestatica):
Y =V, potencial electroestatic. Aleshores
VAV =0
és’equaci6 que satisfa el potencial eléctric en absencia de carregues, tant lliures
com lligades.
e Gravitacio:
V és el potencial gravitatori en abséncia de masses.
o Fenomens de transferencia termica:
Y =T, temperatura. Ara
VAT =0
és’equaci6 que satisfa la temperatura estacionaria en un sistema sense convec-
ci6 (solid o fluid en repos).
e Hidrodinamica:

Y = U, velocitat (funcié vectorial = 3 components). Ara

és ’equaci6 de Navier-Stokes estacionaria en un fluid incompressible viscés.

b) Equacié de Poisson

Equaci6 que iguala la laplaciana d'una funcié desconeguda a una funcié coneguda de
les variables espacials
o

e FElectroestatica

) és el potencial electroestatic en presencia de carregues
p ésla densitat volimica de carrega total

e Gravitacio

Y és el potencial gravitatori en preséncia de masses
p ésla densitat de massa

12



¢) Equacio de Helmholtz
VY + k%) =0
d) Equacio de difusié dependent del temps
2= LV
VY= az ot
Per exemple, si ¢y = T, temperatura, I'equacio

orT
AVAT = —,
ot
en que A és la difusivitat termica, descriu un procés no estacionari. Representa un
procés de no-equilibri, com ara la propagaci6 de la calor en un solid o en un fluid en

el qual no hi ha conveccié.

e) Equacio d’ones dependent del temps

Aquesta equaci6 descriu la propagacio6 i correspon a I'equacié de Helmholtz incloent
en Y la dependéncia temporal. ¢ és la velocitat de propagacio6 i depén de cada medi.
Es pot incloure la dependéncia temporal de les equacions en la laplaciana mitjangant
una forma diferencial 4-dimensional. Aixi, en coordenades cartesianes, la laplaciana
passa a ser la D’Alambertiana,

82
Dzvz_ﬁ—xf amb x,=ct
f) Equacio de Schridinger
[—h—2v2+v ¢=iha—¢,
2m ot

on Y és una funci6 d’ona.
g) Equacions de Maxwell

Equacions en derivades parcials per als camps electromagnetics en el buit i en absen-
cia de carregues.

V-B=0

V-E=0

VxE o8
X E=———

ot
VvV x B OF
X B=¢gyuyg——
o.ant

Aquestes son les equacions fonamentals de |'electromagnetisme escrites en el sistema
MKS. En altres sistemes d’unitats (CGS, gaussia o gaussia racionalitzat), la seva expres-
si6 pot variar pel que fa a les constants que hi apareixen.

13
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Si prenem el rotacional de la segona equacié, ens queda

= = = = a =2
V x (V x E)=V(Z-£)—V2E=—V2E=—EVX B,

=0
amb la qual cosa podem obtenir

02F

V2E —goptg—=—— =0,
oMo 212

que és’equaci6 d’ones per al camp electric.

1.1.2. Generalitats

Totes les equacions anteriors tenen en comu el segiient:

* S6n equacions lineals en 1. Encara que hi ha casos interessants, com els xocs d’ones,

que no soén lineals, en principi només tractarem casos que si que ho sén. Si una equacio
no és lineal no podem garantir I'existéncia i la unicitat de la seva solucié.”

S6n equacions diferencials de segon ordre en derivades parcials. Les equacions de
Maxwell s6n en principi de primer ordre, pero hi intervenen dues funcions desconegu-
des. Si eliminem una de les funcions ens queden equacions de segon ordre.

Es poden posar com
Lly]l=F

en que £ és un operador diferencial lineal. En coordenades cartesianes, sera un ope-
rador que tindra la forma £ = L(x,y,z,t,0y,0y,0;,0;). D’'altra banda, F, el terme in-
homogeni de I'equaci6, és una funcié especifica caracteristica del problema i y és la
funcié desconeguda, que pot ser escalar o vectorial.

Un operador diferencial lineal és el que compleix
LI+ Ap,]= 2, LY 1+ A LYo ],

en que A4, A, € C. Aix0 és molt important perque si ¢/, , son solucions independents de
I'equacio diferencial homogenia

L[Yn2]=0,

aleshores qualsevol combinacié lineal d’elles també ho sera. I 1a soluci6 general de I'o-
perador es podra posar com una combinacié lineal:

Y =Cypy+ G,

2 Vegeu un estudi senzill, perd avancat, de les equacions no lineals a G. E SIMMONS, Ecuaciones diferenciales,

McGraw-Hill, Madrid, 1993, cap. 11.
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1.1.3. Métodes de resolucié

* Equacions diferencials homogénies. Un primer pas és intentar la separacié de varia-
bles: separem les equacions en derivades parcials en equacions diferencials ordina-
ries. Aquestes equacions seran lineals i la seva soluci6 té dues constants d’integracio.
La soluci6 fisica d'una equaci6 diferencial ha de complir certs requisits perqué sigui
Unica. Aquestes condicions sén de dos tipus:

— Condicions inicials: especifiquen el valor de la funcié i la seva derivada en un punt
¥(x0)=ag, y'(x0) = a,.

— Condicions de contorn: especifiquen el valor que ha de prendre la funcio, la seva
derivada o una combinaci6 lineal de les dues en dos punts diferents.

Sota algunes condicions no podrem garantir |'existencia o la unicitat de la solucié.

Una equaci6 diferencial amb les seves condicions inicials o de contorn es presta a dos
nivells d’analisi:

— Global: cercala soluci6 en una regi6 d’extensio finita o infinita.

— Local: s’investiga la soluci6 al voltant d'un punt mitjancant el métode de Frobe-
nius, que estudiarem a continuacio.

* Equacions diferencials no homogenies

— Metode de variacio de les constants: es construeix una solucié particular a partir de
la solucié general de 'homogenia.

— Metode de Green: es construeix una soluci6 integral a partir de la funcié de Green
de l'operador diferencial.

També hi ha altres metodes analitics, com les transformades integrals (Fourier, Lapla-
ce), i metodes numerics, basats en el calcul de diferéncies finites.

1.1.4. Separacio de variables en equacions diferencials en derivades parcials

Aquest metode s’aplica a les equacions diferencials homogeénies. Consisteix a imposar una
forma factoritzada per a la soluci, de manera que es pugui descompondre en funcions in-
dependents de les diferents variables. No podem garantir I’existéncia d'una solucié d’aquest
tipus, pero si existeix, cosa que es dedueix de la consisténcia del calcul, aquest és el métode
més senzill. Per veure-ho de manera més clara n'estudiarem dos exemples concrets.

Exemple. Resolucié de I'equacié de Helmholtz en coordenades cartesianes.
Aquest tipus de problema apareix, per exemple, en estudiar la propagacio de la
llum en guies d’ona rectangulars o en la resolucié de problemes en electroesta-
tica.

Lequaci6 de Helmholtz és

V2 + k2 =0,

15
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que en coordenades cartesianes s’escriu:

oxyp oxp %y
3x2+ay2+ 52 +k*yp =0.

Buscarem una solucio6 factoritzada de la forma
Y(x,y,2)=X(x)Y(y)Z(2).
Substituint en I'’equacié anterior, tenim
X(x)Y(y)Z(2)+ X(x)Y"(y)Z(2)+ X (x)Y(y)Z"(2)+ k*X(x)Y (y)Z(2) =0,

i dividint ara per Yy aquesta equacid,

X” Y” Z)) 2
—+—+—+k*=0.
X Y Z

Com que k? és una constanti X”/X només depénde x, Y"/Y de yiZ”/Z de z,
cadascun dels termes haura de ser una constant per separat. Aixi, per exemple,
X” a’x

R =(X,
X £=>dx2 {

que té per soluci6
X(x)= Ale‘/?" +A2e*‘/zx.

Hem obtingut, doncs, una equaci6 diferencial ordinaria de segon ordre amb co-
eficients constants que podem resoldre facilment. Analogament, obtenim

Y(y)=B,eV™ + B,e V™V

Z(Z)z Cleﬁz + Cze_ﬁz,

en que ¢, m, n sén en principi arbitraries, perdo han de complir una condicié de
tancament:

l+m+n+k®=0.

Hem aconseguit separar I'equaci6 en derivades parcials en tres equacions dife-
rencials ordinaries. Ara tenim que, per a qualsevol y,,,,, com

Yomn(X,¥,2)= X (x)Y,(y)Zn(z), amb I+m+n+k*=0,

se satisfa 'equaci6 de partida. Tenim un conjunt de solucions subjectes a una
condici6 de tancament i aixo determina un pla en ’espai de variables ¢, m, n (les
constants de separacio no son totes independents). La soluci6 general ¢ s’obtin-
dria fent una combinaci6 lineal de totes les possibles solucions ¢y, ,

Y= Z ApmnPimn, amb l+m+n+k*=0,

{,m,m

i escollint els coeficients a;,,, de tal manera que es complissin les condicions
de contorn del problema. Veurem més endavant com aquestes limiten també el
conjunt de valors que poden prendre les constants de separacio.



Exemple. Resoluci6 de I'’equacié de Helmholtz en coordenades esfériques.

Aray =y(r,0,¢)i

1 0 (,0¢ 1 ( aw) 1 0%y )
r2 3r(r 8r) r2sing 20 "0 50 r2sin® 0 0 p2 v

Intentem, com en el cas anterior, trobar solucions que siguin un producte de tres
funcions independents

Y(r,8,0)=R(r)B(0)®(¢).
Substituim ara en 'equacié6 i dividim per 1),

1 d( ,dR 1 d doe 1 d*® )
) )
Rr2dr\’ dr) Or2sinf do df ) ®rzsin?0 dyp?

multipliquem I'equaci6 per r?sin® 6,

sin?0 d ( ,dR\ sinf d dey 1 d*e s 9 .
R E(T E)+ o de( 9%)*5@2—"6 rsin” 6,

isiaillem la part que depén de ¢, obtenim

1 d*® sin’0 d dR\ sinf d do
a0 S ) o)
® dg? rosm R ar\' dar) "o ag\*""ae

El primer membre només depén de ¢ i el segon, de r i de 6. Per tant, hauran de
ser constants identiques i tindrem

1d*®
ddp2

Necessariament, la dreta de la igualtat ha de ser una constant. Ja veurem més
endavant, pero, quines restriccions comporta el problema fisic pels possibles
valors de M.

Peralaparten rif tenim

k?r?sin® 0 +

sin29i( 2d_R)+51n9 d ( d@)
R dr\' dr) @ 46 -

Si dividim I’equacié6 per sin” 8, ens queda

1d dR 1 d doe M
kz 2 ( 2 )+ - ( 9—)— —_—.
Trar\" ar ) osme e "9 )T sn?e

només depén de r només depeén de 6

Per tant, ambdé6s membres han de ser la mateixa constant,

1d dR
k2r2 __( 2_):
r +Rdr ’ dr

La darrera d’aquestes equacions,

1 d €]
(51n0—)+Q@+

sin@ do do sin?
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es transforma, amb el canvi
x=cosf ©(0)=y(x),

enl’equaci6

M
( )y y+Q+1—5 )Y
que s’anomena equacio de Legendre associada. En el capitol 4 veurem com es pot
resoldre aquesta equacio.
Per altra banda, 'equaci6é que hem obtingut per a R,

1 d

dR 1
2 |+k*R—Q—=R=0,
rzdr(r )+ Qr2

dr

amb un canvi de variables es transforma en I’equaci6 de Bessel, com veurem en
el capitol 5.

Hem aconseguit, doncs, tres equacions diferencials ordinaries de segon ordre,
ila soluci6 més general sera una combinacio lineal de solucions ), del tipus

poM = RQ(")GQM(H)‘I’M((PL
és a dir,

Y(r,0,0)=D_ Ro(r)Oou(0)®y(p),
QM

en que Q, M s6n en principi valors arbitraris.

Veurem a continuacié com aquests parametres depenen de les condicions fisi-
ques del problema que estem considerant. Suposem que I’equacié de Helmholtz
que estem estudiant correspon a un problema fisic i que ¢ és I'angle azimutal;
aleshores és licit demanar que la solucié compleixi certes condicions. En parti-
cular, exigim que sigui una funcié de periode 27,* és a dir,

D(p +21)=D(p).
Aleshores, segons 'equacié diferencial, aquesta funci6 haura de ser de la forma
docexp(vVMy), amb vVM=xim,meZ,
o sigui,
®=Ce'™ +Ce '™,

que és una funcié periodica de periode T = 27/m. Per tant, aixo implica que
M = —m?, en qué m és un nombre enter. Veurem també més endavant (capi-
tol 5) que Q = £(¢ + 1), i £ és un nombre natural, perqueé volem solucions que
siguin acotades en tot I'interval de definici6 del nostre problema. Per la mateixa
rao, els possibles valors de m i de £ tampoc no s6én completament independents.

Exercici. Resoleu I'equaci6é de Helmholtz en coordenades cilindriques.
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3 Aixo0 és conseqiiéncia del fet que (r, 6, p)i(r, 6, ¢ +2n) donen el mateix 7 =(x, y, z).





